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การสืบค้นสมบัติของรูปสามเหลี่ยมในเรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลาของนักศึกษาครู 
สาขาวิชาคณิตศาสตร์ โดยใช้ซอฟต์แวร์เรขาคณิตพลวัต

Preservice Mathematics Teachers Discovering Properties of Triangles 
in Hyperbolic Geometry through Dynamic Geometry Software

จารุวรรณ สิงห์ม่วง

 ผู้ช่วยศาสตราจารย์สาขาวิชาคณิตศาสตร์และสถิติประยุกต์

คณะวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยราชภัฏราชนครินทร์

Abstract

 The purpose of this study was to have preservice mathematics teachers to explore the important properties 
of triangles in hyperbolic geoemtry using the Dynamic Geometry Software (DGS). The participants were comprised 
40 preservice mathematics teachers who enrolled in the Foundations of Geometry course during the second  
semester of the 2015 academic year. The instruments were activity packages exploring properties of triangles in 
hyperbolic geometry using DGS. The results indicated that most of the preservice mathematics teachers could make 
conjectures and verify properties of triangles in hyperbolic geoemtry correctly and rapidly. The use of DGS can help 
students visualize this abstract geometry. 
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บทคัดย่อ
 การวิจัยครั้งน้ีมีวัตถุประสงค์เพื่อศึกษาการสืบค้นสมบัติส�าคัญของรูปสามเหลี่ยมในเรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลาด้วยซอฟต์แวร์

เรขาคณิตพลวัต กลุ่มตัวอย่างเป็นนักศึกษาครู สาขาวิชาคณิตศาสตร์ ที่ลงทะเบียนเรียนรายวิชารากฐานเรขาคณิต ภาคเรียนที่ 2 ปีการ

ศึกษา 2558 จ�านวน 40 คน เครื่องมือที่ใช้ในการวิจัย คือ ชุดกิจกรรมส�ารวจสมบัติของรูปสามเหลี่ยมในเรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลาโดยใช้

ซอฟต์แวร์เรขาคณิตพลวัต จ�านวน 6 ชุด หลังจากท่ีกลุ่มตัวอย่างได้สืบค้นสมบัติของรูปสามเหล่ียมในเรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลาโดยใช้

ซอฟต์แวร์เรขาคณิตพลวัต ผลปรากฏว่า การให้นักศึกษาสืบค้นสมบัติต่างๆ ของรูปสามเหลี่ยมโดยใช้ซอฟต์แวร์เรขาคณิตพลวัตนั้นเป็นไป

ได้ นักศึกษาส่วนใหญ่สามารถตั้งข้อความคาดการณ์และตรวจสอบความนั้นได้ถูกต้องและรวดเร็ว ดังนั้น การใช้ซอฟต์แวร์เรขาคณิตพลวัต

ช่วยให้นักศึกษามองเห็นภาพที่เป็นนามธรรมของเรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลาได้ลึกซึ้งยิ่งขึ้น

ค�าส�าคัญ : เรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลา แบบจ�าลองของปวงกาเร ซอฟต์แวร์เรขาคณิตพลวัต

ความเป็นมาและความส�าคัญของปัญหา
 เรขาคณิตเป ็นสาขาวิชาที่ เก ่ าแก ่ของคณิตศาสตร ์ 

“เรขาคณติ” ตรงกบัค�าในภาษาองักฤษคอื “geometry” ซึง่มาจาก

ค�าภาษากรีก คือ “geometrien” เป็นค�าผสมระหว่าง “geo: 

earth” แปลว่า “โลก” และ “metrien: to measure” ซึ่งแปลว่า 

“การวัด” (Dunham, 1994, p. 75; Greenberg, 1993, p. 6; 

Stahl, 2003, p. 29) ดังนั้น ตามตัวอักษรแล้ว “geometry” คือ 

“การวัดโลก: earth measure” (Smart, 1998, p. 1) ถึงแม้ว่า

ความหมายตามตัวอักษรของเรขาคณิตจะแคบเกินไป แต่แนวคิด 

ในเรือ่งการวดัโลกกม็คีวามส�าคัญมากในสมยัโบราณ ในยคุก่อนการ

พัฒนาเรขาคณิตของชาวกรีก การน�าเรขาคณิตไปประยุกต์ใช้และ

ปฏบิตัจิรงิของชาวอยีปิต์ ชาวบาบโิลเนยีนและชาวจนี ส่วนใหญ่เป็น

เรื่องเกี่ยวกับการวัด และการพิสูจน์ที่ไม่ยุ่งยากซับซ้อน (Smart, 

1998, p. 1) เรขาคณิตเป็นสาขาที่เด่นในคณิตศาสตร์ของกรีก

มากกว่า 20 ศตวรรษ (Cederberg, 2001, p. 13) 
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 การเรียนการสอนเรขาคณิตในระดับประถมศึกษาและ

มัธยมศึกษาของไทยจะเรียนเรขาคณิตแบบยุคลิด จึงท�าให้ผู้เรียน

ส่วนใหญ่มีความเข้าใจว่ามีเรขาคณิตเพียงระบบเดียวเท่านั้น คือ 

เรขาคณิตแบบยุคลิด ส�าหรับเรขาคณิตนอกแบบ ยุคลิดจะมีการ

เรียนในระดับอุดมศึกษาส�าหรับผู้เรียนสาขาวิชาคณิตศาสตร์หรือ

การสอนคณิตศาสตร์เท่านั้น ในระดับอุดมศึกษา เรขาคณิตนับว่า

เป็นสาขาท่ียากส�าหรับผู้เรียนส่วนใหญ่ เน่ืองจากผู้เรียนจะต้องให้

เหตผุลโดยใช้สจัพจน์มากกว่าการใช้ประสบการณ์ทีไ่ม่เป็นแบบแผน 

นอกจากน้ี ผู้เรยีนทีเ่ข้าสูร่ะดบัอดุมศกึษาจะมปีระสบการณ์เกีย่วกบั

สจัพจน์ของเรขาคณติแบบยคุลดิ ซ่ึงความเข้าใจเกีย่วกบัรปูร่างและ

ความสัมพันธ์ระหว่างรูปร่างเหล่าน้ันจะถูกท้าทายเมื่อมีการ

เปลี่ยนแปลงสัจพจน์ (Smith, Hollebrands, Iwancio, & Kogan, 

2007, p. 613) โดยทั่วไป เรขาคณิตจะเกี่ยวข้องกับการมองภาพ 

ซึ่งจะมีข้อจ�ากัดส�าหรับผู้เรียนในการเขียนแผนภาพลงบนกระดาษ 

โดยเฉพาะเมื่อต้องศึกษาเกี่ยวกับเรขาคณิตนอกแบบยุคลิด ผู้เรียน

อาจจะวาดแผนภาพที่ท�าให้เกิดความคลาดเคลื่อนและส่งผลให้ 

ตั้งข้อความคาดการณ์ที่ไม่ถูกต้อง หรือผู้เรียนอาจจะวาดแผนภาพ

ทีถ่กูต้องแต่เป็นกรณเีฉพาะเกนิไป ซึง่จะบดบังความสามารถในการ

สรุปนัยทั่วไปหรือการพิสูจน์ที่สูงกว่าภาพท่ีวาด (Schoenfeld, 

1986, pp. 225–264)

เรขาคณิตนอกแบบยุคลิด
 ยคุลดิ นกัคณติศาสตร์ชาวกรกีเป็นผูท้ีร่เิริม่พฒันาเรขาคณติ

ให้เป็นระบบโดยใช้สัจพจน์ เรขาคณิตแบบยุคลิด ประกอบด้วย

สัจพจน์ 5 ข้อ ดังนี้

 1. ลากเส้นตรงเส้นหนึ่งจากจุดหนึ่งไปยังอีกจุดหนึ่งได้

 2. ต่อเส้นตรงที่ยาวจ�ากัดออกไปได้เรื่อยๆ

 3. เขียนวงกลมได้เมื่อก�าหนดจุดศูนย์กลางและระยะทาง 

(รัศมี) ให้

 4. มุมฉากทุกมุมเท่ากัน

 5. ถ้าลากเส้นตรงผ่านเส้นตรงสองเส้น ท�าให้มุมภายในที่

อยูบ่นข้างเดยีวกนัรวมกันน้อยกว่าสองมมุฉากแล้ว เส้นตรงสองเส้น

นัน้จะตดักนัทางด้านทีม่ผีลรวมน้อยกว่า สองมมุฉาก ถ้าต่อเส้นตรง

สองเส้นนั้นออกไปเรื่อยๆ

  แผนภาพอธิบายสัจพจน์ที่ 5 แสดงดังภาพที่ 1

 ภาพที่ 1 เส้นตรง m และเส้นตรง n ไม่ขนานกัน

ภาพที่ 1 แสดงสถานการณ์ที่อธิบายสัจพจน์ที่ 5 ของยุคลิด ซึ่งเกิด

ขึ้นเมื่อเส้นตรงสองเส้นไม่ขนานกัน 

 ถ้า α + ꞵ < π ดังนั้นเส้นตรง m และเส้นตรง n จะตัดกัน

ที่จุดใดจุดหนึ่งทางด้านขวามือ 

 ถ้าเส้นตรง m และเส้นตรง n ไม่ตัดกัน ดังนั้น α + ꞵ = π 
นั่นคือ ถ้าเส้นตรง m และเส้นตรง n ขนานกันแล้ว α + ꞵ จะเป็น

มุมตรงและมุมที่เกิดข้ึนจากเส้นตรง m เส้นตรง n และเส้นตรง l 

แสดงดังภาพที่ 2

 l  

π -α  

π -α  

α n 

m 
α 

 ภาพที่ 2 เส้นตรง m และเส้นตรง n ขนานกัน

 นกัคณิตศาสตร์ให้การยอมรบัสัจพจน์สีข้่อแรกของเรขาคณติ

แบบยุคลิด แต่ส�าหรับสัจพจน์ที่ 5 นั้นกลับมีความเห็นที่ขัดแย้งกัน 

สัจพจน์ที่ 5 ของเรขาคณิตแบบยุคลิดมีข้อความที่ยาวและซับซ้อน

มากกว่าสัจพจน์ข้ออื่น นักคณิตศาสตร์หลายท่านจึงมีความเห็นว่า

สัจพจน์ที่ 5 น่าจะเป็นทฤษฎีบทมากกว่าเป็นสัจพจน์ และได้

พยายามพิสูจน์ว่าสัจพจน์ที่ 5 เป็นทฤษฎีบทที่พิสูจน์ได้จากสัจพจน์

ข้ออื่น แต่ก็ไม่มีท่านใดสามารถพิสูจน์ได้ ดังนั้นนักคณิตศาสตร์รุ่น

หลังจึงยอมรับว่า การที่ยุคลิดก�าหนดให้สัจพจน์ท่ี 5 เป็นสัจพจน์ 

เป็นส่ิงทีถ่กูต้องแล้ว อย่างไรกต็าม ความพยายามของนกัคณติศาสตร์

ที่จะพิสูจน์สัจพจน์ที่ 5 ไม่ได้สูญเปล่า เพราะก่อให้เกิดการค้นพบ

เรขาคณิตประเภทอื่น เมื่อเปลี่ยนแปลงสัจพจน์บางข้อ เรขาคณิต

นอกแบบยุคลิด (non–Euclidean geometry) เป็นตัวอย่างหนึ่ง

ของเรขาคณิตแนวใหม่ที่มีเซตของสัจพจน์แตกต่างไปจากสัจพจน์

ของเรขาคณิตแบบยุคลิด ความรู้เกี่ยวกับเรขาคณิตนอกแบบยุคลิด

สามารถน�าไปประยุกต์ใช้ในเรขาคณิตเชิงอนุพันธ์และศาสตร์ด้าน

อื่นๆ เช่น ไอน์สไตน์นักฟิสิกส์ที่ยิ่งใหญ่ได้ประยุกต์ใช้เรขาคณิตนอก

แบบยคุลดิในการสร้างแบบจ�าลองทีเ่หมาะสม ในทฤษฎสีมัพทัธภาพ

ที่มีชื่อเสียงของท่าน 

 เนือ่งจากข้อความยาวและซบัซ้อนมากกว่าสจัพจน์ ข้ออืน่ๆ 

จงึท�าให้สัจพจน์ท่ี 5 นีไ้ม่เป็นทีพ่งึใจของนกัคณติศาสตร์มาเป็นเวลา

กว่า 2,000 ปี และยุคลิดก็ไม่ค่อยได้ใช้พิสูจน์ ในทฤษฎีบทอ่ืน

นอกจากในทฤษฎีบทที่ 29 ซึ่งเป็นทฤษฎีบทของเส้นขนาน ดังนั้น 

จึงมักมีผู้เรียกสัจพจน์ที่ 5 ว่า สัจพจน์ เส้นขนาน (parallel  

m

n
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postulate) นักคณิตศาสตร์หลายท่านพยายามพิสูจน์ว่าสัจพจน ์

ที่ 5 เป็นทฤษฎีบทที่พิสูจน์ได้จากสัจพจน์ข้ออื่นๆ แต่ก็ไม่มีท่านใด

สามารถพสิจูน์ได้ ต่อมามผู้ีใช้หลกัเกณฑ์ของระบบเชิงสจัพจน์ตรวจ

สอบความเป็นอิสระของสัจพจน์ที่ 5 ด้วยการน�าข้อความที่ขัดแย้ง

กับสัจพจน์ที่ 5 ใส่แทนที่สัจพจน์ที่ 5 ในระบบเรขาคณิตแบบยุคลิด 

ปรากฏว่าสามารถหาแบบจ�าลองทางคณติศาสตร์ได้ แสดงว่าระบบ

ใหม่ ทีไ่ด้มคีวามต้องกนั ท�าให้ทราบว่าสจัพจน์ที ่5 เป็นสจัพจน์อสิระ 

ไม่ใช่เป็นผลท่ีได้จากสัจพจน์ข้ออืน่ๆ ซึง่ความพยายามพสิจูน์สจัพจน์

ข้อนี้มีบทบาทในการพัฒนาเรขาคณิตนอกแบบยุคลิด

เรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลา
 นักคณิตศาสตร์จ�านวนมากพยายามพิสูจน์สัจพจน์ที่ 5 

(สัจพจน์เส้นขนาน) ของเรขาคณิตแบบยุคลิดด้วยการสร้างนิเสธ 

ของสจัพจน์เส้นขนานขึน้มาแล้วพยายามพสิจูน์ให้เกดิข้อขดัแย้งกนั 

ถงึแม้ว่าความพยายามของนกัคณติศาสตร์เหล่านัน้จะไม่ประสบผล

ส�าเร็จ แต่ความอุตสาหะของท่านเหล่าน้ันกลับก่อให้เกิดเรขาคณิต

นอกแบบยุคลิดประเภทหนึ่ง คือ เรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลา ซึ่งมี

ประโยชน์อย่างมากต่อการพัฒนาสาขาต่างๆ ของคณิตศาสตร ์

ระดบัสงู และสาขาเฉพาะด้านวทิยาศาสตร์ เช่น การท�านายวงโคจร

ของวัตถุ การเดินทางในอวกาศ และทางด้านดาราศาสตร์ 

 ในช่วงศตวรรษที่ 19 พบว่ามีการค้นคว้าเกี่ยวกับเรขาคณิต

เชิงไฮเพอร์โบลาอย่างมาก ผู้ค้นพบเรขาคณิต เชิงไฮเพอร์โบลา 

เป็นท่านแรกคอื นโิคไล โลบาเชฟสกี (Nikolai Lobachevsky, ค.ศ. 

1793–1856) นักคณิตศาสตร์ชาวรัสเซีย นอกจากนี้ คาร์ล ฟรีดริช 

เกาส์ (Carl Friedrich Gauss, ค.ศ. 1777–1855) นักคณิตศาสตร์

ชาวเยอรมันก็ได้ศึกษาเรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลาเช่นเดียวกัน  

ในปี ค.ศ. 1868 เออูเจนีโอ เบลตรามี (Eugenio Beltrami,  

ค.ศ. 1835–1900) นกัคณติศาสตร์ชาวอิตาเลยีนได้เสนอแบบจ�าลอง

ของเรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลา และใช้แบบจ�าลองนี้พิสูจน์ว่า

เรขาคณิต เชิงไฮเพอร์โบลาจะมีความต้องกันถ้าเรขาคณิตแบบ 

ยุคลิด มีความต้องกัน ในปี ค.ศ. 1861 เฟลิกซ์ ไคลน์ (Felix Klien, 

ค.ศ. 1849–1925) นักคณิตศาสตร์ชาวเยอรมัน ได้ก�าหนดช่ือ

เรขาคณิตชนิดนี้ว่า “เรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลา” 

สัจพจน์บ่งลักษณะของเรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลา
 การพัฒนาเรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลามีพื้นฐานอยู่บนข้อ

ตกลงเบือ้งต้นและค�าอนยิามของเรขาคณิตแบบยคุลิด แนวใหม่ และ

การแทนสัจพจน์ที่ 5 หรือสัจพจน์เส้นขนานของยุคลิดด้วยสัจพจน์

บ่งลักษณะ (characteristic postulate) ของเรขาคณิตเชิง 

ไฮเพอร์โบลา 

 สัจพจน์ 5 ข้อในเรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลา มีดังนี้

 1. ลากเส้นตรงเส้นหนึ่งจากจุดหนึ่งไปยังอีกจุดหนึ่งได้

 2. ต่อเส้นตรงที่ยาวจ�ากัดออกไปได้เรื่อยๆ

 3. เขียนวงกลมได้เมื่อก�าหนดจุดศูนย์กลางและระยะทาง 

(รัศมี) ให้

 4. มุมฉากทุกมุมเท่ากัน

 5. ลากเส้นผ่านจดุหนึง่ทีไ่ม่อยูบ่นเส้นก�าหนดให้ โดยไม่ตัด

เส้นก�าหนดให้ ได้มากกว่า 1 เส้น

 เนื่องจาก ทฤษฎีบท 28 บทแรกของยุคลิด ไม่เกี่ยวข้องกับ

สจัพจน์เส้นขนาน ดังนัน้ทฤษฎบีททัง้ 28 บทนัน้สามารถน�ามาใช้ใน

เรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลาได้

แบบจ�าลองของเรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลา
 ความยุ่งยากของการมองภาพเรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลา 

ในโลกแห่งความเป็นจริงเกิดขึ้น เนื่องจากคนส่วนใหญ่จะมองใน 

แบบยุคลิด จึงก่อให้เกิดความยุ่งยากเพิ่มมากขึ้น แบบจ�าลองของ

เรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลาที่นิยมใช้เป็นส่ือในการช่วยให้มอง 

เรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลาได้เข้าใจยิ่งขึ้น คือ แบบจ�าลองของปวง

กาเร (Poincaré Disk Model) 

แบบจ�าลองของปวงกาเร
  ดังนั้น ในแบบจ�าลองของปวงกาเรส�าหรับเรขาคณิตเชิง 

ไฮเพอร์โบลา 2 มิต ิจดุจะหมายถงึ จุดใดๆ ทีอ่ยูภ่ายในบรเิวณวงกลม

หนึ่งหน่วย (the unit disk) นั่นคือ จุด P = (x, y) ใดๆ ที่ x2 + y2 

< 1 เซตของจดุทัง้หมดเหล่านัน้เรยีกว่า จานของปวงกาเร (Poincaré 

Disk) เส้นในเรขาคณติชนดินี ้จะแตกต่างจากเส้นแบบยคุลดิ นัน่คือ 

เส้นไฮเพอร์โบลิกหรือเส้นปวงกาเร (hyperbolic line หรือ  

Poincaré line) หมายถึงส่วนโค้งแบบยุคลิด หรือส่วนของเส้นตรง

แบบยคุลดิทีอ่ยูภ่ายในจานของปวงกาเร และตดักบัขอบของวงกลม

เป็นมมุฉาก ดังนัน้จะมเีส้น 2 ประเภทในเรขาคณติเชงิไฮเพอร์โบลา  

ดังภาพที่ 3

ภาพที่ 3 เส้น 2 ประเภท ในแบบจ�าลองแบบจานของปวงกาเร 

 ส�าหรับมุมระหว่างเส้น 2 เส้น จะวัดด้วยการวัดมุมระหว่าง

เส้นสัมผัสเส้น ดังภาพที่ 4(ก) และ 4(ข) 
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   (ก)          (ข)

ภาพที่ 4 มุมระหว่างส่วนโค้ง 2 เส้น หรือส่วนโค้งกับเส้น 

 รูปเรขาคณิตในเรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลาส่วนมากนิยาม 

เช่นเดียวกับเรขาคณิตแบบยุคลิด ตัวอย่างเช่นรูปสามเหลี่ยมยังคง

นิยามว่าเป็นส่วนของเส้นตรงที่เชื่อมระหว่างจุดสามจุด A, B, และ 

C ที่ไม่อยู่ในแนวเส้นตรงเดียวกัน และเขียนแทนด้วย DABC รูป

เรขาคณิตในเรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลา แสดงดังภาพที่ 5

 ภาพที่ 5 รูปเรขาคณิตชนิดต่างๆ ในจานของปวงกาเร

 นักการศึกษาทางด้านคณิตศาสตร์ นักวิจัย และองค์กร

วิชาชีพต่างๆ ได้เสนอให้มีการน�าซอฟต์แวร์คอมพิวเตอร์ เช่น  

Geometer’s Sketchpad, GeoGebra, Cabri, Geometry  

Explorer มาช่วยในการสอนเรขาคณิต ซึ่งซอฟต์แวร์เหล่านี้จะช่วย

ให้ผู ้เรียนสร้างรูปที่ถูกต้อง สมบัติ “การลาก” ของซอฟต์แวร์

เรขาคณิตพลวัตเหล่าน้ีได้แยกซอฟต์แวร์น้ีออกจากซอฟต์แวร์อื่น

อย่างเด่นชัด (Goldenberg & Couco, 1998, pp. 351–367) หลัง

จากที่มีการสร้างรูปเรขาคณิตเสร็จแล้ว ผู้เรียนสามารถลากส่วน

ประกอบต่างๆ ของรูป ไป-มาได้ ซึ่งลักษณะเช่นนี้จะเปิดโอกาสให ้

ผูเ้รยีนสบืเสาะความจริงของข้อความคาดการณ์ได้อย่างง่ายดายและ

รวดเร็ว ยิง่ไปกว่านัน้ ซอฟต์แวร์ประเภทนีย้งัอ�านวยความสะดวกใน

การส�ารวจ ซึ่งช่วยส่งเสริมกระบวนการคาดการณ์ ซอฟต์แวร ์

เหล่านี้จะช่วยให้ผู้เรียนมีโอกาสเรียนรู้เรขาคณิตแบบยุคลิดและ  

นอกแบบยุคลิดด้วยการส�ารวจ 

 งานวิจัยที่เก่ียวข้องกับการใช้ซอฟต์แวร์เรขาคณิตพลวัต 

พบว่า ซอฟต์แวร์ประเภทน้ีช่วยพัฒนาความเข้าใจมโนมติทาง

เรขาคณิต และการพิสูจน์ที่เป็นแบบแผน (Groman, 1996;  

Singmuang & Phahanich, 2004; Laborde, Kynigos,  

Hollenbrands & Straesser, 2006; Smith, Hollebrands,  

Iwancio, & Kogan, 2007; Myers, 2009; Kurtuluş & Ada, 2011; 

Singmuang, 2013; Lorsong & Singmuang, 2015; Singmuang, 

2016; Sebial, 2017; Singmuang, 2018) 

ถึงแม้ว่าจะมีการพัฒนาซอฟต์แวร์คอมพิวเตอร์ขึ้นมาเพื่อช่วยให ้

ผู้เรียนได้สืบค้นเนื้อหาต่างๆ ในเรขาคณิตนอกแบบยุคลิดมากมาย 

เช่น Geometers’ sketchpad, NonEuclid, GeoGebra, Cabri, 

แต่ยังมีงานวิจัยเป็นจ�านวนน้อยที่ศึกษาเกี่ยวกับการท่ีผู้เรียนใช้

ซอฟต์แวร์เรขาคณิตพลวัต Geometry Explorer สืบค้นสมบัติท่ี

ส�าคญัของรปูสามเหลีย่มในเรขาคณติเชงิไฮเพอร์โบลา จงึท�าให้ผูว้จิยั

สนใจที่จะศึกษาวิจัยในเรื่องนี้ ซึ่งประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับคือ 

แนวคิดเกี่ยวกับสถานการณ์การเรียนรู ้ที่มีเทคโนโลยีเป็นฐาน  

เพื่อใช ้ในการออกแบบ การจัดการเรียนการสอนเรขาคณิต 

เชิงไฮเพอร์โบลา
 

วัตถุประสงค์ของการวิจัย
 การวิจัยครั้งนี้มีวัตถุประสงค์เพื่อศึกษาการสืบค้นสมบัติ

ส�าคัญของรปูสามเหลีย่มในเรขาคณติเชงิไฮเพอร์โบลาด้วยซอฟต์แวร์

เรขาคณิตพลวัต

วิธีด�าเนินการวิจัย
 ประชากรท่ีใช้ในการวิจัยครั้งนี้ เป็นนักศึกษาครู สาขาวิชา

คณิตศาสตร์ที่ลงทะเบียนเรียนรายวิชารากฐานเรขาคณิต ในภาค

เรียนที่ 2 ปีการศึกษา 2558 มหาวิทยาลัยราชภัฏราชนครินทร์ 

จังหวัดฉะเชิงเทรา จ�านวน 2 ห้องเรียน มีนักศึกษาจ�านวน 81 คน 

กลุ่มตัวอย่างเป็นนักศึกษาครู สาขาวิชาคณิตศาสตร์ที่ลงทะเบียน

เรียนรายวิชารากฐานเรขาคณิต ในภาคเรียนที ่2 ปีการศึกษา 2558 

มหาวิทยาลัยราชภัฏราชนครินทร์ จังหวัดฉะเชิงเทรา จ�านวน  

1 ห้องเรียน มีนักศึกษาจ�านวน 40 คน ซึ่งได้มาโดยการสุ่มแบบ 

แบ่งชั้น (Cluster Random Sampling) เครื่องมือที่ใช้ในการวิจัย

เป็นชุดกิจกรรมส�ารวจจ�านวน 6 ชุด ที่ให้นักศึกษาใช้ซอฟต์แวร์ 

Geometry Explorer ส�ารวจสมบัติที่ส�าคัญ 6 ประการของรูป

สามเหล่ียมในเรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลา ซ่ึงได้ผ่านการตรวจสอบ

จากผู ้ทรงคุณวุฒิ และทดลองใช ้กับนักศึกษาครู สาขาวิชา

คณิตศาสตร์ที่ลงทะเบียนเรียนรายวิชารากฐานเรขาคณิต ในภาค

เรียนที่ 2 ปีการศึกษา 2558 ที่ไม่ใช่กลุ่มตัวอย่าง สมบัติส�าคัญ 

ของรูปสามเหลี่ยมในเรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลามีดังนี้

 1. ผลบวกของมุมภายในของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 

น้อยกว่า 180°

 2. ผลบวกของมุมภายในของรูปสามเหลี่ยมใดๆ น้อย  

กว่า 180°

 3. ความยาวของเส้นเช่ือมจุดกึ่งกลางด้านสองด้านของรูป

สามเหล่ียม ส้ันกว่าครึ่งหนึ่งของความยาวของด้านที่สาม หรือ  

ความยาวของด้านที่สามของรูปสามเหลี่ยมจะยาวมากกว่าสองเท่า

ของความยาวของเส้นเชื่อมจุดกึ่งกลางด้านสองด้าน
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 4. เส้นแบ่งครึ่งมุมภายในของรูปสามเหลี่ยมจะตั้งฉาก 

กับเส้นแบ่งครึ่งมุมภายนอกที่เป็นมุมประชิด

 5. ผลบวกของ มุมภายนอกของ รูปสาม เหลี่ ยมจะ 

เท่ากับ 360°

 6. ถ ้าต ่อด ้านใดด้านหน่ึงของรูปสามเหลี่ยมออกไป 

มุมภายนอกท่ีเกิดข้ึนจะมีขนาดมากกว่าผลบวกของขนาดของมุม

ภายในที่ไม่ใช่มุมประชิดของมุมภายนอกนั้น

สรุปผลการวิจัย
 หลังจากที่นักศึกษาได้ศึกษามโนมติพ้ืนฐานของเรขาคณิต 

เชิงไฮเพอร์โบลา เช่น จุด เส้นตรง ส่วนของเส้นตรง วงกลม สัจพจน์

ทั้ง 5 ข้อ การใช้ซอฟต์แวร์เรขาคณิตพลวัต Geometry Explorer 

และทบทวนเก่ียวกับสมบัติของรูปสามเหลี่ยมในเรขาคณิตแบบ 

ยุคลิดโดยใช้ซอฟต์แวร์ Geometry Explorer ดังต่อไปนี้ 

 1. ผลบวกของมุมภายในของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 

เท่ากับ 180°

 2. ผลบวกของมุ มภายในของรูปสาม เหลี่ ยม ใดๆ  

เท่ากับ 180°

 3. ความยาวของเส้นเชื่อมจุดก่ึงกลางด้านสองด้านของ 

รูปสามเหลี่ยม เท่ากับครึ่งหนึ่งของความยาวของด้านที่สาม หรือ 

ความยาวของด้านที่สามของรูปสามเหลี่ยมยาวเป็นสองเท่า 

ของความยาวของเส้นเชื่อมจุดกึ่งกลางด้านสองด้าน

 4. เส้นแบ่งครึ่งมุมภายในของรูปสามเหลี่ยมตั้งฉากกับ 

เส้นแบ่งครึ่งมุมภายนอกที่เป็นมุมประชิด

 5. ผลบวกของมมุภายนอกของรปูสามเหลีย่มเท่ากบั 360°

 6. ถ ้าต ่อด ้านใดด้านหนึ่งของรูปสามเหลี่ยมออกไป  

มมุภายนอกทีเ่กดิขึน้มขีนาดเท่ากับผลบวกของขนาดของมุมภายใน

ที่ไม่ใช่มุมประชิดของมุมภายนอกนั้น

 หลังจากนั้น นักศึกษาได้เริ่มส�ารวจสมบัติต่างๆ ของรูป

สามเหลีย่มในเรขาคณติเชิงไฮเพอร์โบลาโดยใช้ซอฟต์แวร์เรขาคณติ

พลวัต Geometry Explorer ซึ่งปรากฏผลดังต่อไปนี้

 การส�ารวจ 1 : ผลบวกของมุมภายในของรูปสามเหลี่ยม

มุมฉากน้อยกว่า 180°

 นักศึกษาสืบค ้นสมบัติ น้ีด ้วยการวาดรูปสามเหล่ียม  

มุมฉาก ABC โดยให้มุม B เป็นมุมฉาก วัดขนาดของมุมภายในทั้ง

สามมุม คือ มุม ABC มุม ACB และมุม BAC รวมทั้งหาผลบวกของ

มุมภายในทั้งสามมุมของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ABC และสังเกต

ความแตกต่างของผลบวกจากรูปสามเหลี่ยมมุมฉากต่างๆ โดยการ

โยกจดุยอดมมุของรปูสามเหลีย่มมมุฉากรปูแรกไป-มา แล้วพจิารณา

ผลบวกของมุมภายในทั้งสามมุมของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ABC ว่า

มีแนวโน้มเท่ากับเท่าไร โดยเปรียบเทียบกับผลบวกของมุมภาย 

ในของรูปสามเหล่ียม มุมฉากในเรขาคณิตแบบยุคลิด นักศึกษา

สังเกตด้วยการด�าเนนิการตามข้อแนะน�า ในช่วงเวลาส้ันๆ นกัศกึษา

ส่วนใหญ่ สามารถสรปุได้ว่า ผลบวกของมมุภายในของรปูสามเหลีย่ม 

มุมฉากน้อยกว่า 180° ตัวอย่างจากหน้าจอของซอฟต์แวร์  

Geometry Explorer ปรากฏดังภาพที่ 5(ก) และ 5(ข) 
 

(ก)

(ข)

ภาพที่ 5 หน้าจอของซอฟต์แวร์ Geometry Explorer ที่แสดงว่า

ผลบวกของมุมภายในของรูปสามเหลี่ยมมุมฉากน้อยกว่า 180°

 จากการสังเกตและตรวจสอบจากใบกิจกรรม นักศึกษา 

ตรวจสอบข้อความคาดการณ์ด้วยการสังเกตจากรูปสามเหลี่ยม

หลายๆ รปู และวาดรปูทีป่รากฏบนหน้าจอคอมพวิเตอร์ของตนเอง 

ตัวอย่างดังภาพที่ 6(ก) และ 6(ข)
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(ก)

(ข)
ภาพที่ 6 แผนภาพจากใบกิจกรรมของนักศึกษาท่ีใช้แสดงว่า  

ผลบวกของมุมภายในสามเหลี่ยมมุมน้อยกว่า 180°

 การส�ารวจ 2 : ผลบวกของมุมภายในรูปสามเหลี่ยมใดๆ จะ

น้อยกว่า 180°

 นักศึกษาสืบค้นสมบัติโดยวาดรูปสามเหลี่ยม ABC ใดๆ  

วัดขนาดของมุมภายในทั้งสามมุม คือ มุม ABC มุม ACB และมุม 

BAC รวมทั้งหาผลบวกของมุมภายในท้ังสามมุมของรูปสามเหล่ียม 

ABC และสงัเกตความแตกต่างของผลบวกจากรปูสามเหลีย่มต่าง ๆ  

โดยการโยกจดุยอดมมุของรปูสามเหลีย่ม รปูแรกไปมา แล้วพจิารณา

ผลบวกของมุมภายในทั้งสามมุมของรูปสามเหลี่ยม ABC ว่ามีแนว

โน้มเท่ากบัเท่าไร โดยการเปรยีบเทยีบกบัผลบวกของมมุภายในของ

รูปสามเหล่ียมในเรขาคณิตแบบยุคลิด นักศึกษาสังเกตด้วยการ

ด�าเนินการตามข้อแนะน�า ในช่วงเวลาส้ันๆ นักศึกษาส่วนใหญ่

สามารถสรุปได้ว่า ผลบวกของมุมภายในของรูปสามเหล่ียมใดๆ  

น้อยกว่า 180° ตัวอย่างจากหน้าจอของซอฟต์แวร์ Geometry 

Explorer ปรากฏดังภาพที่ 7(ก) และ 7(ข) 
 

(ก)

    (ข)

ภาพที่ 7 หน้าจอของซอฟต์แวร์ Geometry Explorer ที่แสดงว่า

ผลบวกของมุมภายในรูปสามเหลี่ยมมุมฉากน้อยกว่า 180°

 จากการสังเกตและตรวจสอบจากใบกิจกรรม นักศึกษา 

ตรวจสอบข้อความคาดการณ์ด้วยการสังเกตจากรูปสามเหลี่ยม

หลายๆ รปู และวาดรปูทีป่รากฏบนหน้าจอคอมพวิเตอร์ของตนเอง 

ตัวอย่างดังภาพที่ 8(ก) และ 8(ข)

(ก)

(ข)
ภาพที ่8  แผนภาพจากใบกจิกรรมของนกัศกึษา ท่ีแสดงว่า ผลบวก

ของมุมภายในของรูปสามเหลี่ยมใดๆ น้อยกว่า 180°

 การส�ารวจ 3 : ความยาวของเส้นเชื่อมจุดกึ่งกลางด้านสอง

ด้านของรปูสามเหล่ียมส้ันกว่าครึง่หนึง่ของความยาวของด้านทีส่าม 

หรอืความยาวของด้านทีส่ามของรปูสามเหลีย่มยาวมากกว่าสองเท่า

ของความยาวของเส้นเชื่อมจุดกึ่งกลางด้านสองด้าน
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 นกัศกึษาสบืค้นสมบตัโิดยวาดรปูสามเหลีย่ม ABC ใดๆ สร้าง

จุดกึ่งกลางของด้าน AB และ AC ที่จุด D และ E ตามล�าดับ สร้าง

ส่วนของเส้นตรง DE แล้ววัดระยะ DE และ BC แล้วเปรียบเทียบ

ความยาวของเส้นเชื่อมจุดกึ่งกลางด้านสองด้านของรูปสามเหลี่ยม 

ABC (ระยะ DE) กับความยาวของด้านที่สาม (ด้าน BC) นักศึกษา

สงัเกตด้วยการด�าเนนิการตามข้อแนะน�า นกัศกึษาส่วนใหญ่สามารถ

สรุปได้ว่า ความยาวของเส้นเช่ือมจุดก่ึงกลางด้านสองด้านของรูป

สามเหลีย่มสัน้กว่าครึง่หนึง่ของความยาวของด้านทีส่าม หรอื ความ

ยาวของด้านทีส่ามของรปูสามเหลีย่มยาวมากกว่าสองเท่าของความ

ยาวของเส้นเชื่อมจุดกึ่งกลางด้านสองด้าน ตัวอย่างจากหน้าจอของ

ซอฟต์แวร์ Geometry Explorer ปรากฏดังภาพที่ 9(ก) และ 9(ข) 

(ก)

(ข)

ภาพที่ 9 หน้าจอของซอฟต์แวร์ Geometry Explorer ที่แสดงว่า 

ความยาวของเส้นเชื่อมจุดกึ่งกลางด้านสองด้านของรูปสามเหลี่ยม 

สัน้กว่าครึง่หนึง่ของความยาวของด้านทีส่าม หรือความยาวของด้าน

ที่สามของรูปสามเหลี่ยมจะยาวเป็นสองเท่าของความยาวของเส้น

เชื่อมจุดกึ่งกลางด้านสองด้าน

 จากการสังเกตและตรวจสอบจากใบกจิกรรม นกัศกึษาตรวจ

สอบข้อความคาดการณ์ด้วยการสังเกตจากรูปสามเหลี่ยมหลายๆ 

รปู และวาดรปูทีป่รากฏบนหน้าจอคอมพวิเตอร์ของตนเอง ตวัอย่าง

ดังภาพที่ 10(ก) และ 10(ข)

(ก)

(ข)

ภาพที่ 10 แผนภาพจากใบกิจกรรมของนักศึกษา ที่ใช้แสดงว่า  

ความยาวของเส้นเชื่อมจุดกึ่งกลางด้านสองด้านของรูปสามเหลี่ยม 

สั้นกว่าครึ่งหนึ่งของความยาวของด้านที่สาม

 การส�ารวจ 4 : เส้นแบ่งครึ่งมุมภายในของรูปสามเหลี่ยม 

ตั้งฉากกับเส้นแบ่งครึ่งมุมภายนอกที่เป็นมุมประชิด

 นักศึกษาสืบค้นสมบัติโดยวาดรูปสามเหล่ียม ABC ใดๆ  

แบ่งครึ่งมุมภายในของสามเหล่ียม ABC จ�านวน 1 มุม สร้างมุม

ภายนอกที่เป็นมุมประชิดของมุมภายในของรูปสามเหล่ียม ABC  

ข้างต้น แล้วแบ่งครึ่งมุมภายนอกดังกล่าว วัดขนาดของมุมระหว่าง

เส้นแบ่งครึ่งมุมภายในและเส้นแบ่งครึ่งมุมภายนอกที่สร้างขึ้น  

แล้วโยกจุดยอดของรูปสามเหล่ียมไป-มา พิจารณาขนาดของมุม

ระหว่างเส้นแบ่งครึ่งมุมภายในละมุมภายนอกที่สร้างขึ้น นักศึกษา

สงัเกตด้วยการด�าเนนิการตามข้อแนะน�า ในช่วงเวลาสัน้ ๆ  นกัศึกษา

ส่วนใหญ่ สามารถสรุปได้ว ่า เส้นแบ่งคร่ึงมุมภายในของรูป

สามเหลี่ยมตั้งฉากกับเส้นแบ่งครึ่งมุมภายนอกที่เป็นมุมประชิด 

ตัวอย่างจากหน้าจอของซอฟต์แวร์ Geometry Explorer ปรากฏ

ดังภาพที่ 11(ก) และ 11(ข) 
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(ก)

(ข)

ภาพที่ 11 หน้าจอของซอฟต์แวร์ Geometry Explorer ที่แสดงว่า 

เส้นแบ่งครึ่งมุมภายในของรูปสามเหลี่ยมตั้งฉากกับเส้นแบ่งครึ่งมุม

ภายนอกที่เป็นมุมประชิด
 

 จากการสังเกตและตรวจสอบจากใบกจิกรรม นกัศกึษาตรวจ

สอบข้อความคาดการณ์ด้วยการสังเกตจากรูปสามเหลี่ยมหลายๆ 

รปู และวาดรปูทีป่รากฏบนหน้าจอคอมพวิเตอร์ของตนเอง ตวัอย่าง

ดังภาพที่ 12(ก) และ 12(ข)

(ก)

(ข)

ภาพที่ 12  แผนภาพจากใบกิจกรรมของนักศึกษา ที่ใช้แสดงว่า  

เส้นแบ่งคร่ึงมุมภายในตั้งฉากกับเส้นแบ่งครึ่งมุมภายนอกที่เป็นมุม

ประชิด

 การส�ารวจ 5 : ผลบวกของมุมภายนอกของรูปสามเหลี่ยม

มากกว่า 360°

 นกัศกึษาสบืค้นสมบตัโิดยวาดรปูสามเหลีย่ม ABC ใดๆ สร้าง

มุมภายนอกที่เป็นมุมประชิดของมุม ABC มุม ACB และมุม BAC 

วัดขนาดของมุมภายนอกทั้งสามมุม แล้วค�านวณหาผลบวกของมุม

ภายนอกทั้งสามมุมของรูปสามเหลี่ยม ABC และตรวจสอบสมบัติ

โดยการโยกจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมไป-มา เพื่อพิจารณาผลบวก

ของมุมภายนอกท้ังสามมุมของรูปสามเหล่ียม ABC ว่ามีแนวโน้ม

เท่ากบัเท่าไร โดยเปรยีบเทียบกับผลบวกของมมุภายนอกท้ังสามมุม

ของรปูสามเหล่ียม ในเรขาคณติแบบยคุลดิ นกัศกึษาสงัเกตด้วยการ

ด�าเนินการตามข้อแนะน�า ในช่วงเวลาส้ันๆ นักศึกษาส่วนใหญ่

สามารถสรุปได้ว่า ผลบวกของมุมภายนอกทั้งสามมุมของรูป

สามเหลี่ยม ABC ตัวอย่างจากหน้าจอของซอฟต์แวร์ Geometry 

Explorer ปรากฏดังภาพที่ 13(ก) และ 13(ข) 

(ก)
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(ข)

ภาพที่ 13 หน้าจอของซอฟต์แวร์ Geometry Explorer ที่แสดงว่า 

ผลบวกของมุมภายนอกของสามเหลี่ยมมากกว่า 360°

 จากการสังเกตและตรวจสอบจากใบกิจกรรม นักศึกษา 

ตรวจสอบข้อความคาดการณ์ด้วยการสังเกตจากรูปสามเหลี่ยม

หลายๆ รปู และวาดรปูทีป่รากฏบนหน้าจอคอมพวิเตอร์ของตนเอง 

ตัวอย่างดังภาพที่ 14(ก) และ 14(ข)

(ก)

(ข)

ภาพที่ 14  แผนภาพจากใบกิจกรรมของนักศึกษาท่ีใช้แสดงว่า  

ผลบวกของมุมภายนอกของสามเหลี่ยมมากกว่า 360°

 การส�ารวจ 6 : ถ้าต่อด้านใดด้านหนึ่งของรูปสามเหลี่ยม 
ออกไป มมุภายนอกทีเ่กดิขึน้จะมขีนาดโตกว่าผลบวกของขนาดของ
มุมภายในที่ไม่ใช่มุมประชิดของมุม ภายนอกนั้น
 นักศึกษาสืบค้นสมบัติโดยวาดรูปสามเหลี่ยม ABC ใดๆ วัด
ขนาดของมุมภายใน 2 มุม คือ มุม ABC และมุม ACB สร้างมุม
ภายนอกท่ีเป็นมมุประชดิของมมุ BAC และวดัขนาดของมมุภายนอก 
ตรวจสอบสมบตัโิดยการโยกจดุยอดของรปูสามเหลีย่ม ABC ไป-มา 
และพิจารณาความสัมพันธ์ระหว่างผลบวกของมุมภายใน 2 มุม คือ 
มุม ABC และมุม ACB กับขนาดของมุมภายนอกที่เป็นมุมประชิด
ของมมุ BAC ว่ามแีนวโน้มเป็นอย่างไร โดยให้เปรยีบเทยีบกับสมบตัิ
นี้ในเรขาคณิตแบบยุคลิด นักศึกษาสังเกตด้วยการด�าเนินการตาม
ข้อแนะน�า ในช่วงเวลาสั้นๆ นักศึกษาส่วนใหญ่สามารถสรุปได้ว่า  
ถ้าต่อด้านใดด้านหน่ึงของรูปสามเหล่ียมออกไป มุมภายนอกที่เกิด
ขึ้นจะมีขนาดโตกว่าผลบวกของขนาดของมุมภายในที่ไม่ใช่มุม
ประชิดของมุมภายนอกนั้น ตัวอย่างจากหน้าจอของซอฟต์แวร์ 

Geometry Explorer ปรากฏดังภาพที่ 15(ก) และ 15(ข)

(ก)

 

(ข)

ภาพที่ 15  หน้าจอของซอฟต์แวร์ Geometry Explorer ทีแ่สดงว่า 

ถ้าต่อด้านใดด้านหนึ่งของรูปสามเหล่ียมออกไป มุมภายนอก 

ทีเ่กดิขึน้จะมขีนาดโตกว่าผลบวกของขนาดของมมุภายใน ทีไ่ม่ใช่มมุ

ประชิดของมุมภายนอกนั้น
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 จากการสังเกตและตรวจสอบจากใบกจิกรรม นกัศกึษาตรวจ

สอบข้อความคาดการณ์ด้วยการสังเกตจากรูปสามเหลี่ยมหลายๆ 

รปู และวาดรปูทีป่รากฏบนหน้าจอคอมพวิเตอร์ของตนเอง ตวัอย่าง

ดังภาพที่ 16(ก) และ 16(ข)

(ก)

(ข)

ภาพที่ 16 แผนภาพจากใบกิจกรรมของนักศึกษา ที่ใช้แสดงว่า 

ถ้าต่อด้านใดด้านหน่ึงของรูปสามเหลี่ยมออกไป มุมภายนอกที่เกิด

ขึ้นจะมีขนาดโตกว่าผลบวกของขนาดของมุมภายในที่ไม่ใช่มุม

ประชิดของมุมภายนอกนั้น

อภิปรายผลการวิจัย
 นักศึกษาครูจ�านวน 40 คน สืบค้นสมบัติที่ส�าคัญ 6 ข้อของ

รูปสามเหลี่ยมในเรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลา ด้วยการท่ีนักศึกษา

แต่ละคนสร้างรูปสามเหลีย่มบนหน้าจอคอมพวิเตอร์ของตนเอง และ

เปรียบเทียบผลที่ได้กับนักศึกษาคนอื่น ซึ่งจะท�าให้นักศึกษาได้เห็น

ตัวอย่างที่แตกต่างกันไป แต่ได้ผลสรุปเดียวกัน ศักยภาพของ

เรขาคณิตพลวัตในด้านการลากท�าให้นักศึกษาสามารถสร้างรูป

เรขาคณติในเรขาคณติเชงิไฮเพอร์โบลาทีแ่ตกต่างกนัได้อย่างรวดเรว็

และเปิดโอกาสให้นักศึกษาได้ตั้งข้อความคาดการณ์และตรวจสอบ

ข้อความคาดการณ์นั้นได้อย่างง่ายและรวดเร็ว นักศึกษาส่วนใหญ่

สรุปได้ว่า 1) ผลบวกของมุมภายในของรูปสามเหล่ียมมุมฉากน้อย

กว่า 180° 2) ผลบวกของมมุภายในของรปูสามเหลีย่มใดๆ น้อยกว่า 

180° 3) ความยาวของเส้นเช่ือมจุดกึ่งกลางด้านสองด้านของรูป

สามเหลี่ยมสั้นกว่าครึ่งหนึ่งของความยาวของด้านที่สาม หรือความ

ยาวของด้านทีส่ามของรปูสามเหล่ียมยาวมากกว่าสองเท่าของความ

ยาวของเส้นเชือ่มจดุก่ึงกลางด้านสองด้าน 4) เส้นแบ่งครึง่มมุภายใน

ของรูปสามเหล่ียมตั้งฉากกับเส้นแบ่งครึ่งมุมภายนอกที่เป็นมุม

ประชิด 5) ผลบวกของมุมภายนอกของรูปสามเหล่ียมจะเท่ากับ 

360° และ 6) ถ้าต่อด้านใดด้านหนึ่งของรูปสามเหล่ียมออกไป  

มุมภายนอกท่ีเกิดข้ึนจะมีขนาดมากกว่าผลบวกของขนาดของมุม

ภายในที่ไม่ใช่มุมประชิดของมุมภายนอกนั้น ซึ่งการสืบค้นสมบัติ

เหล่านีโ้ดยใช้ปากกาและกระดาษจะเป็นไปได้ยากยิง่ ดงัค�ากล่าวของ 

Straesser (2002) ที่กล่าวว่า “ซอฟต์แวร์เรขาคณิตพลวัต  

(Dynamic Geometry Software) ช่วยท�าให้กิจกรรมการสืบค้นที่

เป็นไปได้มมีากขึน้ เปิดโอกาสให้มกีารส�ารวจได้หลากหลายมากกว่า

เดิม” และสอดคล้องกับ Guven & Karatas (2009) ที่พบว่า

ซอฟต์แวร์เรขาคณติพลวตัได้เปลีย่นห้องเรยีนเป็นห้องทดลอง ท�าให้

นกัศกึษาสามารถส�ารวจความสมัพนัธ์ใหม่และตัง้ข้อความคาดการณ์

ได้” มากไปกว่านั้นคือ นักศึกษาครูที่รู ้จักเฉพาะเรขาคณิตแบบ 

ยุคลิดเพียงประเภทเดียวจะได้มีความตระหนักว่ายังมีเรขาคณิต 

นอกแบบยุคลิด เช่น เรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลา 

ข้อเสนอแนะ
 ข้อเสนอแนะทั่วไป

 เนื่องจากนักศึกษาสามารถสืบค้นสมบัติของรูปสามเหลี่ยม

เชิงไฮเพอร์โบลาโดยใช้ซอฟต์แวร์เรขาคณิตพลวัต Geometry  

Explorer ดังนั้นในการเรียนการสอนวิชารากฐานเรขาคณิตโดย

เฉพาะเรื่องเรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลา จึงควรน�าซอฟต์แวร์นี้ไปใช้

เป็นสือ่ประกอบการเรียนการสอน เพือ่ให้นกัศึกษาสามารถท�าความ

เข้าใจเนื้อหาของเรขาคณิตเชิงไฮเพอร์โบลาได้มากยิ่งขึ้น

 ข้อเสนอแนะในการวิจัย

 1. ท�าการวจิยัในเนือ้หาเรขาคณิตเชงิไฮเพอร์โบลาเพิม่เตมิ 

เช่น สมบัติของรูปสี่เหลี่ยม เป็นต้น

 2. ท�าการวิจัยในเนื้อหาเรขาคณิตนอกแบบยุคลิดประเภท

อื่น เช่น เรขาคณิตอิลลิปติกโดยใช้ซอฟต์แวร์เรขาคณิตพลวัต 

Geometry Explorer



Journal of Rajanagarindra July - December  2018       225

 3. ท�าการวัดเจตคติของนักศึกษาท่ีมีต่อการใช้ซอฟต์แวร์

เรขาคณิตพลวัต Geometry Explorer ประกอบการเรียนการสอน

รายวิชาเรขาคณิต 

กิตติกรรมประกาศ 
 ผูว้จัิยขอขอบคณุนกัศกึษาคร ูสาขาวชิาคณติศาสตร์ ทกุท่าน

ที่ให้ความร่วมมือในการวิจัย ขอขอบคุณผู้เชี่ยวชาญ ในการตรวจ

สอบคุณภาพเครื่องมือ ท�าให้งานวิจัยน้ีมีความเชื่อถือ และขอ

ขอบคณุมหาวทิยาลยัราชภัฏราชนครนิทร์ทีใ่ห้การสนบัสนนุในด้าน

ต่างๆ จนท�าให้งานวิจัยนี้ส�าเร็จลุล่วงไปด้วยดี
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